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reiche Abbi ldungen wirksam unterst t i tzt .  Mit wenigen 
Ausnahmen handelt  es sich um die Darstel lung der ta t -  
siichlichen Verhil tnisse eiller bes t immten Tierart, nicht  
um Schemazeichnungen, was vor allem ftir die praktische 
Arbeit  in Kursen ein Vorteil ist. Eine umfangreiche 
Liste gibt zum Abschluss kurze Erkli irungen fiir die ver- 
Welldeten Fachausdriicke. 

Das Buch ist in erster Linie als Hilfsmittel ffir College- 
Wirbeltierkurse geschrieben, bietet  also fiir diese Lern- 
stufe des h~hern Unterrichtes das Tatsachenmaterial .  
Die Schilderung ist zumeist eine einfache Au lz ih lung  
yon Tatsachen;  strittige Fragen werden etwa kurz er- 
wAhnt mit  Pro und  Kontra,  doch ohne Stellung zu be- 
ziehen. H. INIUES CH 
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Die beiden Biographien unterscheiden sich dadurch, 
dass in der Darstellung yon LOEWE (im Rahmen der 
Serie (~ Grosse Naturforscher,,) die wissenschaftliche TA- 
tigkeit des Sch6pfers der Chemotherapie - auch in den 

Etappen  vor der Aufnahme der chemotherapeutischen 
Arbeiten - eingehender gewiirdigt wird als bei MAR- 
QUARDT. Auf Kosten dieser detaill ierten Beschreibung 
der biologischen und chemischen Arbeiten EHRLICHS (mit 
Anfiihrung s~Lmtlicher Publikat ionen) wird in der Bio- 
graphie yon 1V[ARTHA MARQUARDT, die mit  einer Ein- 
leitung yon Sir HENRY S. DALE beginnt,  die Lebells- 
geschichte yon EHRLICH beschrieben. MARQUARDT w a r  
seine Sekret~rin und als solche seine ~rechte Hand,,. 
Aufmerksam hat  sie das Leben ihres Chefs betraehtet ,  
die zahlreichell beruflichell Korrespondenzen gefiihrt, 
sie in Er innerung  behal ten und  jetzt  auszugsweise 
wiedergegeben, so dass wit durch MARQUARDT einen Ein- 
blick in die PersOnlichkeit yon EHRLICH erhalten, die fiir 
denjenigen yon besonderem Gewinn ist, welcher sich mit  
der Entwicklung und  Lehre der Chemotherapie befasst. 
Is t  doch das Wissen um Iaehliche und menschliche 
Eigenschaften immer dann  wfinschellswert, wenll es sich 
um PersSnlichkeiten handelt ,  durch die unsere na tur -  
wissenschaftlichen Kenntnisse  so bereichert werden und 
Impulse erfahren, dass ihre Auswirkung sich fiber Ge- 
nerat ionen hinaus bis in die jetzige Zeit geltend macht.  
Die momenta l len  ulld weiteren Entdeckungen  yon 
Chemotherapeut ika bzw. Allt ibiotika sind ohne das 
Wirkell rol l  PAUL EHRLICH kaum vorstellbar. Dies ist 
mi t  der Grund, warum wir sowohl die Publ ikat ion yon 
H. LOEWE wie die yon M. 1V[ARQUARDT begrtissen. Das 
Studium der beiden Biographien gibt uns einen vollstiin- 
digen Aufschluss fiber das persOnliche, oft mi t  grossen 
~.usseren Widrigkeiten verbundene Leben und  fiber die 
Arbei tsmethoden einer in der naturforschendell  Medizin 
seltellen Pers6nlichkeit,  die in besonderer Weise pro- 
duktives und  kritisches Schaffen mit  Giite vereinigt. 

E. BERGER 

I n f o r m a t i o n s  - I n £ o r m a t i o n e n  - I n f o r m a z i o n i  - N o t e s  

T H E O R I A  

Z u r  mathemat i schen Theorie der Gegens trom-  
extraktion 

Von H. HADWIGER, Bern I 

Die Kolonne n immt  zwei nicht  mischbare L6sungs- 
mittel  auf, wobei das spezifisch leichtere die oberen, das 
spezifisch schwerere die unteren  Teile der Kammern  aus- 
ftillt. Die Kammern  kommunizieren durch Bohrungen in 
den Trennw~nden sowohl in den oberen als auch in ihren 
unteren Teilen. 

[ I P-a 
Die in technischen Betrieben und Laboratorien viel- u - ~  

fach angewendeten Gegenstromextraktionsverfahren ~ _CC-n___J 
dienen zur Trennung  chemischer Stoffgemische, wobei 
durch sinngemAsse apparative Anordnung einzelne 
Trenneffekte vervielfacht werden. 

Ein  einfaches und leistungsfiihiges Prinzip wurde yon . . . . .  
SIGNER s und  seinen Mitarbeitern eingehend untersucht.  
Die Appara tur  besteht aus einer Reihe yon Extraktions-  
kammern,  welche sich (beispielsweise nebeneinander  
angeordnet) zu einer Extrakt ionskolonne vereinigen 
(vgl. die schematische Darstellung in Abb. 1). 

1 Mathematisches Seminar und Institut fiir allgemeine und spe- 
zielle organische Chemie der Universit~it Bern. 

s R. SIGNER, Eine ein]ache Gegenstromextraktionsapparatur, Chi- 
mia 6, 243 (1952). 
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Abb. 1. 

In  der arbei tenden Kolonne fliesst in der oberen Phase 
ein gleichmiissiger Strom von rechts nach links, in der 
unteren Phase ein solcher yon links nach rechts. Das zu 
t rennende Stoffgemisch wird in der mit t leren Kammer  
in die obere Phase eingeleitet. Durch langsam rotierende 
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kreisrunde Netallscheiben, welche in allen Kammern  der 
Kolonne in beide Phasen eintauchen, wird die zur Ein- 
stellung des Konzentrationsgleichgewichts der sich 16sen- 
den Stoffe in beiden Phasen wirksame gemeinsame 
TrennflAche wesentlich vergr6ssert und best/tndig er- 
neuert. Die beiden entgegengesetzt  gerichteten Str6me 
transportieren die gel6sten Stoffe beider phasen  kon- 
tinuierlieh, und in jeder Kammer  stellt  sich das Konzen- 
trat ionsgleichgewieht gem~iss'dem Nernstschen Gesetz 
sehr rasch ein. Oben links und unten rechts k6nnen Frak-  
t ionen abgenommen werden, die einen nach dem Multi- 
plikationsprinzip verstRrkten Trenneffekt  aufweisen. 

Derartige nach dem Signersehen Prinzip arbeitende 
Vielfach-Extraktoren wurden kfirzlieh von ALLEMANN 1 
in theoretischer und vor  allem experimenteller  Bezie- 
hung einl~sslieh untersucht.  

Vteitere Studien fiber solche Apparaturen,  insbeson- 
dere auch zur Frage der Prtifung und Messung ihrer 
LeistungsfAhigkeit, rufen einer m6glichst allgemein ge- 
hal tenen exakten mathemat ischen Erfassung der sieh 
abwiekelnden Vorg/inge. 

Die vorliegende, auf Anregung yon SIGNElZ entstan- 
dene Meine mathemat ische Studie bezieht sich auf einen 
idealisierten Viel fach-Extraktor  der oben skizzierten 
Art.  Es werden die Formeln abgeleitet,  welche die Kon- 
zentrat ionen einer Komponente  des Gemisches in den 
beiden ausfliessenden Phasen als Funkt ion  der Zeit dar- 
stellen, wenn der Zufluss in die Inittlere Kammer  eine 
beliebige vorgegebene Funkt ion  der Zeit ist. Natiirlich 
sind ffir die praktische Verwendung die zwei Haupt/~l le  
der Momentaninjekt ion und der konstant  gehaltenen 
Dauerinjekt ion yon besonderer Bedeutung.  Eine in allen 
TeiIen streng durchgefiihrte L6sung des sich ergeben- 
den mathemat ischen Problems scheint in dieser Allge- 
meinheit  neu zu sein. 

Vom mathemat ischen Gesiehtspunkt aus diirfte die 
Herlei tung der L/~sung insofern einiges Interesse bean- 
spruchen, als damit  ein recht instruktives Beispiel fiir 
die praktische Anwendung der Abbildungsprinzipien der 
Analysis gegeben ist, wobei man die eigenttiehe L6sung 
des Problems im Bildbereich einer Funkt ional t ransfor-  
marion - bier der Laplace-Transformation - vornimmt.  

I. 

Wir geben zun~chst eine IJbersicht fiber die gew~hlte 
Bezeichnungsweise in Verbindung mit  einigen einfachen 
Beziehungen. Die Extrakt ionskolonne weise 2 n + 1 
Kammern  C i (i = --  n . . . . .  0 . . . . .  n) auf, welche, wie an- 
gedeutet,  yon links nach rechts yon -- n bis n durehnume- 
(rert sind. U und V sollen die Volumina des  oberen 
(leichte Phase) und unteren (schwere Phase) Kammer-  
tells bezeichnen. Welter  sollen u und v die Str6me (Vo- 
lumen je Zeiteinheit) oben (yon rechts naeh links) und 
unten (yon links nach rechts) bedeuten,  und w sei der 
in die mit t lere  Kammer  C O einfiiessende Injekt ions-  
s trom (L6sungsmittelvolumen je Zeiteinheit), der als 
mengenm/issig klein - er dient  nut  zur Injekt ion des 
Stoffes - vernachl~issigt werden soll. Es bezeichne 
r = r(t) die Konzentra t ion eines der zu t rennenden Stoffe 
des Injektionsstromes als vorgegebene Funkt ion  der 
Zeit t. Der Arbeitsbeginn der Kolonne I~llt auf den Zeit- 
punk t  t = 0. W%iter sotlen Pi  = Pi(t) und qt = qi(t) die 
Konzentrat ionen im oberen und unteren Tell der Kam- 
mer C i bedeuten;  es handel t  sich um gesuchte Funktio-  
nen der Zeit t. 

1 K. ALLEMANN, Ober l~ontinuierliche vielstuJige Gegenstrom. 
exlraktion ohne Zerteilung der Phasen ineinander, Diss. Bern (1953), 

In  jeder  Kammer  stellt  sich augenblicldich da~ Kon- 
zentrationsgteichgewicht ein, so dass in jedem Zeitpunkt 
die Gleichgewichtsbedingung 

qi = k Pt (1) 

besteht, wobei h den Nernstschen Koeffizienten bedeutet. 

Wir fiihren noeh die folgenden HilfszahIen ein: 

u " b =  kv  ~ w 
a u + k ~ '  u+k----V; c--- d U + k V "  (2) 

Die im Zeitpunkt  t = 0 giiltige Anfangsbedingung lautet 
offenbar 

pdo) = qdO) = o, 0)  

da bei Arbeitsbeginn sich nur reines LSsungsmittel  in 
der Kolonne befindet. 

I I .  

Das Problem, an dessert L6sung wit  nun herantreten 
wollen, besteht  darin, die t~onzentrationen in den Kam- 
mern der Kolonne als Funkt ionen der Zeit zu ermitteln. 
In  erster Linie interessieren die Konzentrat ionen in den 
oben links und unten rechts ausfiiessenden L6sungen; 
dies sind die Konzentra t ionen in den Kammern  C ,  
oben und C n unten.  Mit geringfiigiger Abkfirzung be- 
zeiehnen wit sie mit  p = p(t)  und ¢ = q(t), so dass also 

p = p _ ~  und q = q ~  (4) 
gesetzt wird. 

Betrachten wir die sich in der K a m m e r  C t nach Ab- 
laut  der Zeit t angesarnmette Stoffmenge, welche often- 
bar dutch 

up~ + Fqi (5) 

gegeben ist, so erhalten wir mit  Beriicksichtigung der 
m~t den Phasenstr6men zu- und abfliessenden Anteile 
die Darstel lung 

f 

[ u p t + l - - u p , + v q i _ t - - v q , + e i w r ] d t ,  (6) 

o 

wobei wir  mit  zweckdienlicher Verabredung den Hilfs- 
koeffizienten ei = i (i = 0), e i = 0 (i 4= 0) eingeffigt haben, 
um den in die Kammer  C O erfolgten Zustrom zu berfick- 
sichtigen. 

Die Darstel lung (6) gilt ffir alle -- n ~ i ~ n, wenn wit 
noch die beiden verschwindenden Hilfsfunktionen 

P n + l =  q - ~ n - i =  0 (7) 

ktinstlich hinzuffigen, womit  man dem Umstand  Rech- 
nung tr/igt, dass rechts oben und links unten nur reines 
L6sungsmittel  in die Kolonne einstr6mt. 

Werden die beiden Ausdrficke (5) und (6) einander 
gleichgesetzt und die qi gem/~ss der Bindung (1) elimi- 
niert,  so ergibt die Ablei tung nach I das Differential- 
gleichungssystem 

p ~ =  a p i + l - -  (a + b) p ~ +  b p i _ ~  + e i d r  , (8) 

wenn die Hilfszahlen (2) verwendet  werden. Diese Rela- 
t ion gilt wieder ffir alle -- n ~ i ~ n, wenn 

P,~+x = P - n - 1  = 0 (9) 
beachte t  wird. 

Nun setzen wir die Laplace-Transformation 1 ein, 
welche eine Funkt ion  /( t)  gem~ss der Integraltransfor- 
mat ion 

1 G. DOETSCH, Theorie und Anwendung der Laplace-Transforma- 
tion (Verlag Springer, Berlin 1937), insb. S. ~21. 
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oO 

F ( z ) = L ( / ( l ) ; z ) = f e - z t / ( t ) d t  (10) 
0 

in eine F u n k t i o n  F(z) f iberffihrt .  Mi t  dieser  S y m b o l i k  
setzen wir  

L(Pi;z )  = Pi;  L ( p i ; z )  = z P i ;  L ( r ; z )  = R .  (11) 

Man beachte ,  dass bei de r  mi t t l e r en  F o r m e l  ftir die 
T rans fo rmie r t e  der  A b l e i t u n g  x die A n f a n g s b e d i n g u n g  
(3) mi tbe r i i cks i ch t ig t  ist.  

Aus  (8) resu l t i e r t  nun  

a P i +  x -  ( z + a + b ) P t + b P i _ l + e i d R - - O .  (12) 

Mit  V e r w e n d u n g  der  in (2) e ingef i ihr ten  K o n s t a n t e n  
c b i lden ~dr j e t z t  eine Hi l f s funk t ion  der  zwei Ver / inder -  
l ichen z und  ~ durch  den  Ansa t z  

4-n 
H(~, C) = Z P # )  d C ~. (13) 

Mult ipl iz ieren wir  die Re la t ion  (12) m i t c  i C ~, so e rg ib t  die 
nachfolgende  Add i t i on  fiber alle i yon  - - n  bis n die 
Bez iehung  

_ ~ ( H _ P _ n c _ n c _ n  ) z + a + b  H +  
~/a-b- (14) 

R d  
+ (H- P~ c. C") + . - -  = o, 

falls mi tbe r i i cks i ch t ig t  wird,  dass wegen  (9) j a  

P~+~ = P_~_~ = 0 (15) 

gelten muss.  Die Gle ichung  (14) I/isst s ich nach  H a u g  
6sen, und  m a n  erhgl t  

P_~o c -"  ~-" + P . c "  C " + ~ - ~  - c C 
H =  

z + a + b  
1 - - 2  C + C  ~ 

Mit de r  Subs t i t u t i on  

(16) 

z + a + b  
cos ~ = x = 2 g ~  (17)  

erh/ilt m a n  fiir den  in (16) au f t r e t enden  gebrochenen  
Fak to r  die R e i h e n e n t w i c k l u n g  

1 - 2 x C + C ~  ' g f ~  o u +  (x) C,,, ( i s )  

WO 

Un(x ) = sin n ~ (19) 

das n- te  Tschebyschef f sche  P o l y n o m  zwei te r  A r t  is t  ~. 

Der  R e i h e n e n t ~ q c k l u n g  (13) k6nnen  wir  j e t z t  die aus  
(16) und  {18) en t s t ehende  Re ihe  fiir H gegeni ibers te l len ;  
der Koef f i z i en tenverg le ich  e rg ib t  die R e l a t i o n  

c t P /  

C- P_n Un+i+l + cn Pn Ui_n_l -- --~- R Ui . (20) 

1 G. DOETSeH, Theorie und Anwendung der Laplace-Trans/orma- 
lion (Verlag Springer, Berlin 1937), insb. S. I52. 

2 W. MAGNUS und F. OBERHETTINGER, Formeln und Sdtze /i~r die 
speziellen .Funktionen der mathematischen Physik (Verlag Springer, 
Berlin 1943), S. 78, 80. 

Setzen wir  hier  i = n + 1 und  beach ten  (15), so kSnnen  
wir  nach  P - ,  auflSsen,  wobei  wir  noch  ber i icks icht igen,  
dass  U m = 0 ist, falls m <: 0 ausf~llt .  So e rg ib t  sich 

d U n + l R  
c-"P_.- aV~_u~.+ ~ . (21) 

Setzen wir  nun  in (20) noch i = n, so kann  Pn e r m i t t e l t  
werden,  da  auf  der  r ech ten  Seite das m i t  (21) berei ts  ge- 
fundene  P-.n subs t i tu i e r t  werden  kann.  Es  resu l t i e r t  

(22) 
~"r ,~= g~b g i ~'~ u , .+~  

U n t e r  Ber f icks ich t igung  yon (17) und (19) gewinn t  m a n  
j e t z t  mi t t e l s  e in facher  gon iome t r i s che r  U m f o r m u n g e n  
die Dar s t e l l ung  

d ( z + a + b ~  (23)  c"P,,,(z)=c-"P,(z)= 21/g. b R(~)K 2V ~ , , 

wobei  wir  zur  Abk i i r zung  die Hi l f s funk t ion  

1 1 
/~(X)= Tn+l(X) COS(n+ 1) s e (24) 

also das  rez ip roke  (n + 1)-te Tschebyschef f sche  P o l y n o m  
ers te r  A r t  1 e ingef i ihr t  haben .  

Mfihelos liisst sich n u n  die P a r t i a l b r u c h e n t w i c k l u n g  
des rez iproken  P o l y n o m s  (24) l inden .  Sie l a u t e t  

1 - 1 - -  (25)  K(x)  ---- n+-----f z - -  ~ ' 

wobei wir  die H i l f swer t e  

( 2 v + l ) ~  fly = sin (2 v +  1):~ (26) 
~ v = c o s  2 n + 2  ' 2 n + 2  

v e r w e n d e t  haben .  Man  beach t e  hierbei ,  dass j a  

Tn+I(X ) = 2 n ( x -  %) ( X -  ~1) " .  ( X -  ~n) (27) 
ist.  

Die  du rch  (25) da rges te l l t e  F u n k t i o n  K(x )  is t  die 
Lap l ace -Trans fo rmie r t e  yon 

k(t) -- n +  1 (--1)~flveavt (28) 
0 

und  die in  (23) e inzuse tzende  F u n k t i o n  K 2 i  ~ 

die jenige yon  

2 V ~  -("+~)'  k ( 2 V ~ 0 .  (29) 

Die Lap l ace -Trans fo rmie r t e  P - n  bzw. Pn is t  nach  (23), 
abgesehen yon e inem k o n s t a n t e n  Fak to r ,  das P r o d u k t  
der  Lap l ace -T rans fo rmie r t en  R und K.  N a c h  d e m  Fal-  
t ungssa t z  2 ist  die en t sp rechende  F u n k t i o n  P - ,  bzw. Pn 
durch  ein Fa l tungs in t eg ra l  de r  F u n k t i o n e n  r und  k dar-  
s te l lbar .  So gewinn t  m a n  

t 

P - .  (0 = c -  d f  e- (° + b j .  h (2 aV~ ,) ~ (t - -  ~) d~ 
0 

(30)  

1 W. MAC,'US und F. OBERHETTI~GER, FormeM und Sdtze ]iSr die 
speziellen Funktionen der mathematischen Physik (Verlag Springer 
Berlin t943), S. 78, 80. 

G. DOETSCH, Theorie und Anwendung dee Laplace-Trans[orma- 
lion (Verlag Springer, Berlin 1937), insb. S. 168, 
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u n d  

t 

pn(t) = c - n d / e -  Ca+b) tk (2ga-b  v ) r ( t -  r)dv. (31) 
0 

I I I .  

A u f  G r u n d  de r  l e t z t e n  b e i d e n  E r g e b n i s s e  l~ss t  s ich  
d ie  L 6 s u n g  unse re s  P r o b l e m s  in  de r  a l l g e m e i n s t e n  F o r m  
f i n d e n .  E s  ge l ing t ,  die g e s u c h t e n  K o n z e n t r a t i o n e n  p u n d  
q m i t  Hi l fe  e ine r  e inz igen  H i l f s f u n k t i o n  h da rzus t e l l en ,  
so dass  h n u r  y o n  d e r  K a m m e r z a h l  abhAng t ,  n i c h t  a b e r  
y o n  d e n  d u r c h  S t r S m n n g s -  u n d  V o l u m v e r h X l t n i s s e  u n d  
d u r c h  d e n  N e r n s t s c h e n  K o e f f i z i e n t e n  b e d i n g t e n  Hilfs-  
z a h l e n  a, b, c u n d  d. 

Se t z t  m a n  nAml ich  

1 n 
h(t) = n + ~  X ( -  1)vflve -cl-~v) t , (32) 

0 

wobe i  die H i l f swer t e  ~ u n d  fir m i t  (26) gegeben  s ind,  so 
e r g e b e n  s ich  m i t  (30) u n d  (31) die D a r s t e l l u n g e n  

t 

/ 
0 

u n d  
t 

(Vf f~)n j ' e - (~ /a- ' rg- ) 'Vh(2V~T)r( t - -~g)dT (34, q(t) = k d 

0 

I n  d iesen  F o r m e l n  s i nd  zah l r e i che  s ich  a u f  b e s o n d e r e  
V e r h ~ l t n i s s e  b e z i e h e n d e  u n d  z u m  Tei l  in  d e r  c h e m i s c h e n  
F a c h l i t e r a t u r  b e r e i t s  e n t w i c k e l t e  m a t h e m a t i s c h e  Ge-  
se tze  als  Spezial f~l le  e n t h a l t e n .  

Als  e i n f a c h s t e  u n d  augenf~ l l ig s t e  F o l g e r u n g  z i ehen  
wir  aus  d e n  D a r s t e l l u n g s f o r m e l n  d e n  Schluss ,  da s s  die 
b e i d e n  K o n z e n t r a t i o n e n  p u n d  q in  j e d e m  Z e i t p u n k t  u n d  
unabh~tng ig  v o m  ze i t l i chen  V e r l a u f  de r  K o n z e n t r a t i o n  
r des Z u s t r o m s  ein fes tes  Verh~t l tn is  b i lden ,  i n d e m  die 
B e z i e h u n g  

p _ 1 {a~n (35) ~ -  -k \-6] 

in  j e d e m  Z e i t p u n k t  gilt .  
H i e r a u s  fo lge r t  m a n  noch ,  dass  die in  g l e i chen  Zei t -  

r ~ u m e n  aus f l i e s senden  S t o f f m e n g e n  ebenfa l l s  e in  s t e t s  
g l e i c h b l e i b e n d e s  V e r h ~ l t n i s  b i lden ,  we lches  d u r c h  

M ,  

gegeben  ist .  I n  spez ie l len  F~Lllen i s t  dieses E r g e b n i s  be-  
k a n n t .  

IV.  

A b s c h l i e s s e n d  b e t r a c h t e n  wir  n o c h  d e n  b e s o n d e r s  
w i c h t i g e n  Spez ia l fa l l  d e r  M o r n e n t a n i n j e k t i o n .  Beze i ch -  
n e t  M o die w ~ h r e n d  e ines  s eh r  k u r z e n  Z e i t i n t e r v a l l s  
0 ~ t < A in die m i t t l e r e  K a m m e r  in j i z i e r t e  S t o f f m enge ,  
so dass  m i t  e ine r  s eh r  h o h e n  K o n z e n t r a t i o n  r die Be-  
z i e h u n g  

A 

= w Iv ( t )  dt (37) Mo 
0 

f a c h e r e n  F o r m e l n  1 

u n d  

q ( t ) = k d  o e -  ~h(2 a ~ t ) .  

(38) 

(39) 

wobei  wi r  n o c h  z u r  A b k t i r z u n g  d o = M 0 / U + k V ge- 
s e t z t  h a b e n .  Die  n u r  yon  d e r  K a m m e r z a h l  abhgngige 
H i l f s f u n k t i o n  i s t  m i t  (32) gegeben .  A b b i l d u n g  2 zeigt 
i h r e n  V e r l a u f  f/ir d e n  Fa l l  n = 5. 
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Abb. 2. 

E r w X h n e n s w e r t  i s t  n o c h  die we i t e r e  Spezialisierung, 
die s ich  i m  Sonde r f a l l  k ------ 0 e rg ib t .  I n  d i e s e m  Fal l  dringt 
ke in  Stof f  in  die u n t e r e  P h a s e  d e r  K o l o n n e  ein,  und  die 
W i r k u n g  des  G e g e n s t r o m s  w i r d  v o l l s t ~ n d i g  aufgehoben. 
Die  K o l o n n e  a r b e i t e t  n u r  m i t  d e r  o b e r e n  Phase ,  wobei 
j e t z t  n u r  n + 1 K a m m e r n  w i r k s a m  s ind.  Aus  (38) und 
(39) mi i s sen  s ich  d u r c h  G r e n z i i b e r g a n g  b - ~ 0  und 
a-->-u/U, d o -->- Mo/U die s ich  au f  d iesen  einfacheren 
Fa l l  b e z i e h e n d e n  b e k a n n t e n  F o r m e l n  e rgeben .  In  der 
T a t  e r g i b t  s ich  

p(t) = d o e (40) 

in  V e r b i n d u n g  m i t  d e m  s e l b s t v e r s t ~ n d l i c h e n  Resultat  
q(t) = O. 

S u m m a r y  

A m a t h e m a t i c a l  t h e o r y  is d e v e l o p e d  for  a n  apparatus  
s e p e r a t i n g  c h e m i c a l  m i x t u r e s ,  w h i c h  h a s  been  studied 
b y  R.  SIGNER a n d  a s s i s t a n t s  in  B e r n e .  T h e  method 
e m p l o y e d  is one  of e x t r a c t i o n  b y  t h e  p r i n c i p l e  oi counter- 
c u r r e n t  in  a ser ies  of c o u p l e d  cells. T h e  concen t r a t i ons  of 
t h e  r e s u l t i n g  f r a c t i o n s  a re  g i v e n  as  f u n c t i o n s  of time, 
w h e n  t h e  c o n c e n t r a t i o n  of t h e  s o l u t i o n s  en te r ing  the 
m i d d l e  cel l  of t h e  a p p a r a t u s  is a k n o w n  f u n c t i o n  of time. 

1 Diese sind identisch mit Formeln, welche von J. D. A. JonNsE.~ 
und ALAN TALBOT (J. chem. Soc. 1743 [1950]) hergeleitet worden 
sind. Die genannten Autoren geben Formeln, welche insofern allge- 
meiner sind, als die Konzentrationen in allen Kammern berechnet 
werden und der Zufluss in einer willktirlieh festgesetzten Kammer 
erfolgt. 

gil t ,  so e r h a l t e n  wir  aus  (33) u n d  (34) m i t  A - ~  0 die e in-  


